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Applique´e a` la la dynamique des cultures ce´re´alie`re en zone semi-aride sur la base de mesures de
re´flectance issues de la te´le´de´tection spatiale, la mode´lisation globale a re´cemment permis d’obtenir
des mode`les chaotiques dont les attracteurs pre´sentent une strucuture complexe pour laquelle il
n’existe que peu d’exemples the´oriques et aucun directement issus d’observations. On se propose
dans la pre´sente e´tude de montrer qu’il s’agit d’un nouvel attracteur. Apporter une telle preuve
ne´ce´ssite de satisfaire a` des crite`res pre´cis [1] qui requie`rent l’extraction de la structure topologique de
l’attracteur. Ce type d’analyse est difficile a` appliquer a` des syste`mes faiblement dissipatifs comme
celui obtenu ici. On introduit donc dans la pre´sente e´tude une approche de suivi de trajectoire par
traceur colore´ permettant d’extraire la structure topologique (le gabarit) du pre´sent attracteur et
l’on montre que sa structure est diffe´rente de l’attracteur faiblement dissipatif de´couvert par Lorenz
en 1984 [2].
I. INTRODUCTION
Base´e sur la the´orie des syste`mes dynamiques non
line´aires, la mode´lisation globale [3, 4] permet de
s’inte´resser aux comportements dynamiques observe´s a`
partir d’un petit nombre de variables (e´ventuellement
une seule), sur la base de se´ries temporelles courtes.
Si l’approche n’a pu eˆtre applique´e a` ce jour qu’a` un
petit nombre de cas environnementaux [5, 6], elle n’en
pre´sente pas moins un potentiel important pour l’e´tude
du monde re´el. Applique´e aux couverts ce´re´aliers du
nord du Maroc en utilisant des indices de ve´ge´tation is-
sus de la te´le´de´tection spatiale, l’approche a re´cemment
permis dobtenir un mode`le de petite dimension mettant
en e´vidence une dynamique chaotique et faiblement dis-
sipative [7]. Le principal objectif de cette e´tude est
de montrer que l’attracteur chaotique ainsi obtenu est
un nouvel attracteur. Pour prouver cela, l’attracteur
doit re´pondre a` des crite`res pre´cis introduits par Letel-
lier & Aguirre [1]: (a) son gabarit (non simplifie´) ne
doit pas eˆtre topologiquement e´quivalent a` un gabarit
d’attracteur de´ja` rapporte´; (b) l’attracteur ne doit pas
non plus eˆtre une version syme´trique [8] d’un attracteur
connu. Mettre en e´vidence un nouvel attracteur requiert
donc une analyse topologique, c’est-a`-dire d’en extraire
le gabarit non simplifie´. Pour effectuer une telle analyse,
une me´thode a e´te´ introduite [9, 10] qui a pu eˆtre ap-
plique´e a` de nombreux cas. L’approche n’a toutefois pas
pu eˆtre applique´e a` des cas faiblement dissipatifs lesquels
requie`rent de nouveaux de´veloppements.
II. DONNE´ES ET AIRES D’E´TUDE
L’indice de ve´ge´tation NDVI (Normalized Difference
Vegetation Index) issu du Global Inventory Modeling and
Mapping Study du centre Global Land Cover Facility [11]
est utilise´ pour cette e´tude sur la pe´riode 1982 a` 2008.
Il s’agit d’un produit bimensuel basse re´solution 8 × 8
km2 tire´ des capteurs Advanced Very High Resolution
Radiometer de la National Oceanic Atmospheric Admin-
istration, pour lequel un algorithme de type composite a
e´te´ applique´ afin de re´duire les effets d’interfe´rence atmo-
sphe´rique et d’angle de vue. Des corrections relatives a`
la de´gradation des capteurs au cours du temps et au con-
tenu en ae´rosol de l’atmosphe`re re´sultant des e´ruptions
volcanique (El Chichon en 1982, Mt Pinatubo en 1991)
y sont prises en comptes. L’indice NDVI a montre´ une
bonne efficacite´ pour le suivi et l’analyse des couverts
herbace´s et des cultures ce´re´alie`res des zones semi-arides.
L’indice varie de 0.1 pour les couverts e´parses et la terre
nue jusqu’a` 0.9 pour les couverts la fois actifs et denses.
Le pre´sent travail concerne une re´gion du Nord du Maroc
(de 6.2◦W a` 5.4◦W en longitude et de 34.6◦N a` 35.4◦N
en latitude) dont le couvert est principalement compose´
de cultures ce´re´alie`res (ble´s dur et tendre, orge). Afin
de ramener le signal a` une se´rie temporelle unique et a`
en re´duire le niveau de bruit, les indices sont agre´ge´s
spatialement par simple moyennage sur l’aire conside´re´e.
La me´thode de Savitzky-Golay [12] est utilise´e avec une
feneˆtre de ± 3 mois pour filtrer le signal agre´ge´ et cal-
culer ses de´rive´es successives, re´e´chantillonnant le signal
a` 3 jours.
III. LE MODE`LE DE Lorenz − 84
Destine´ a` mode´liser la dynamique grande e´chelle de
l’atmosphe`re, le mode`le suivant a e´te´ propose´ par Lorenz
en 1984 [2]: 
x˙ = −y2 − z2 − ax + aF
y˙ = xy − bxz − y + G
z˙ = bxy − xz − z
(1)
2Pour la parame´trisation (a,b,F ,G)=(0.25, 4.0, 8.0, 1.0)
utilise´e dans cette e´tude, le mode`le pre´sente une dy-
namique chaotique. L’attracteur qui en re´sulte est
caracte´rise´ par une structure tre`s encheveˆtre´e, partic-
ulie`rement difficile a` analyser.
IV. E´LEMENTS THE´ORIQUES
A. La mode´lisation globale
La mode´lisation globale vise a` obtenir un jeu
d’e´quations diffe´rentielles capable de produire des simu-
lations dont la dynamique est e´quivalente a` la dynamique
observe´e et enregistre´e sous forme des se´ries temporelles
[4]. Cette approche s’appuie sur la the´orie des syte`mes
dynamiques qui privile´gie l’e´tude des comportements
dans l’espace des phases plutoˆt que la recherche de solu-
tions analytiques. La puissance de cette the´orie provient
pour bonne part du fait qu’il est possible d’obtenir une
reconstruction d’un portrait e´quivalent au portrait de
phase du syste`me dynamique original — sous jacent aux
donne´es — meˆme lorsqu’une seule variable est observe´e.
Cela a pu eˆtre exprime´ mathe´matiquement sous la forme
d’un the´ore`me [13].
Les premiers travaux de Crutchfield & McNamara
[14] ont montre´ qu’il est possible d’obtenir des jeux
d’e´quations diffe´rentielles (ou aux diffe´rences) dont la
dynamique est e´quivalente a` la dynamique observe´e.
Cela a ensuite pu eˆtre ve´rifie´ en pratique pour les
deux types d’e´quations [15, 16]. Seules les e´quations
diffe´rentielles sont conside´re´es ci-apre`s. La mode´lisation
globale s’appuie sur la possibilite´ — de principe — de
re´e´crire un jeu original de n e´quations diffe´rentielles or-
dinaires
x˙i = fi(x1, x2, ..., xn), i = 1, ...,n (2)




X˙n = F (X1, X2, ..., Xn)
(3)
ou` F (X1, X2, ..., Xn) est une fonction nonline´aire de la
variable X1 et de ses de´rive´es successives, X1 e´tant relie´e
au syste`me original par la fonction de mesure nonline´aire
X1 = h(xi). De fac¸on pratique, la mode´lisation glob-
ale vise a` obtenir un jeu d’e´quations du type (3) afin de
mieux comprendre la dynamique du syste`me original (2).
Deux algorithmes re´cents, Polynomial Model Search et
Global Modeling (PoMoS & GloMo) [17], spe´cifiquement
de´veloppe´s pour ce type de mode´lisation ont permis
d’obtenir des mode`les globaux a` partir de se´ries tem-
porelles d’indices de ve´ge´tation. PoMoS est base´ sur
un algorithme d’e´volution et vise a` identifier la struc-
ture d’une fonction polynoˆmiale P capable d’approcher
de fac¸on satisfaisante la fonction F . GloMo s’appuie sur
une proce´dure de Gram-Schmidt pour la parame´trisation
pre´cise du polynoˆme [3]. Les capacite´s de ces deux
algorithmes a` obtenir des mode`les parsimonieux sont
pre´sente´es et discute´es dans [17].
Applique´e aux deux zones d’e´tude pre´sente´es en Sec-
tion II, l’approche a permis d’obtenir un attracteur
chaotique tridimensionnel dont le portrait de phase est
pre´sente´ Fig. 1 en meˆme temps qu’une section de
Poincare´ choisie, et son application de premier retour.
Portrait Section Appl. 1er retour
FIG. 1: Portrait de phase, section de Poincare´ et application
de premier retour de l’attracteur cereal crops.
B. L’analyse topologique
Les attracteurs chaotiques sont constitue´s d’un
encheveˆtrement complexe de trajectoires difficile a` anal-
yser. L’approche topologique vise a` recouvrer le squelette
autour duquel s’organise les trajectoires de l’attracteur,
permettant une description synthe´tique de l’attracteur
aussi bien visuelle qu’alge´brique. L’approche topologique
constitue un puissant outil par sa robustesse au bruit
et sa faible sensibilite´ aux variations parame´triques [10].
L’approche a permis de caracte´riser et de classifier la plu-
part des attracteurs chaotiques tridimensionnels, qu’ils
soient issus de syste`mes the´oriques ou de mesures obser-
vationnelles.
Le flot d’un attracteur chaotique s’organise autour
d’orbites pe´riodiques instables. Chacune de ces orbites
pe´riodiques constitue un nœud et l’ensemble des orbites
pe´riodiques un entrelac de nœuds. Cet entrelac complexe
rend difficile l’extraction du gabarit sous-jacent: une
varie´te´ branche´e et oriente´e sur laquelle le flot peut eˆtre
projete´ pour fournir une description non ambigu¨e du flot.
Pour remonter a` ce gabarit, il est souvent utile de dis-
poser d’une application de premier retour repre´sentative.
En effet, une telle application peut permettre d’identifier
les principaux e´le´ments du gabarit, notamment le nombre
de branches ne´cessaires a` la description de l’attracteur.
L’application de premier retour peut aussi permettre
de distinguer les me´canismes a` l’œuvre [18]. En con-
texte fortement dissipatif, l’existence d’un tel gabarit est
garanti par le the´ore`me de Birman-Williams [19]. Le
the´ore`me s’applique facilement aux attracteurs fortement
dissipatifs car ceux-ci garantissent la contraction rapide
du flot vers la varie´te´ stable. Bien que cette existence
3reste — en principe — possible en contexte faiblement
dissipatif, celle-ci ne peut plus eˆtre syste´matiquement
garantie. Mais d’autres e´le´ments peuvent contribuer a`
rendre l’extraction du gabarit de´licate. De tels syste`mes
ne permettent ge´ne´ralement pas de disposer d’une ap-
plication de premier retour surjective, rendant ainsi la
de´tection des orbites pe´riodiques et des branches de´licate.
C’est notament le cas pour le premier des attracteurs
faiblement dissipatif de´couvert par Edouard N. Lorenz
[2], dont le gabarit n’a, a` notre connaissance, pas encore
e´te´ rapporte´.
V. ME´THODOLOGIE
L’application de premier retour doit eˆtre surjective
pour permettre de remonter au gabarit de l’attracteur
facilement. Dans les cas faiblement dissipatifs, les appli-
cations de premier retour affichent non seulement une
large e´paisseur mais pre´sentent aussi par endroit des
branches doubles. Aucune partition simple ne peut donc
en eˆtre de´duite. Cette impossibilite´ peut provenir de
l’anamorphisme complexe des sections de Poincare´ re-
contre´es, n’autorisant pas l’obtention d’une application
de premier retour suffisament simple par projection sim-
ple.
Aucune partition n’ayant pu eˆtre tire´e de l’application
de premier retour, il a e´te´ choisi de revenir a` la section
de Poincare´ et d’e´tudier l’application de cette section
vers elle-meˆme pour essayer d’y distinguer les diffe´rentes
branches du flot. L’approche emprique suivante a e´te´
utilise´e. Une premie`re zone de la section est choisie
et de´coupe´e. Cette zone est propage´e en sens direct
jusqu’a` obtenir une couverture comple`te de la section de
Poincare´, en e´liminant a` chaque tour les redondances,
de´finissant ainsi un premier de´coupage de la section. La
zone choisie est ensuite propage´e en sens re´trograde con-
duisant a` un second de´coupage. Le croisement de ces
deux de´coupages fourni une premie`re partition de la sec-
tion. La zone se´lectionne´e est alors module´e et le pro-
cessus de recherche re´ite´re´ jusqua` obtenir un de´coupage
non trivial aussi simple que possible. Pour l’attracteur
cereal crops, la partition la plus simple a e´te´ obtenue
a` partir d’une zone de la section de Poincare´ se distin-
guant visuellement du reste de la section. La partition a
permis de distinguer trois me´canismes distincts: (a) une
accumulation progressive de couches caracte´rise´e a` la fois
par une compaction dans une direction et un e´tirement
dans une direction orthogonale; (b) un double e´tirement
avec de´chirement; et (c) un enroulement avec recollement
(Fig. 3).
Le me´canisme de double e´tirement me´rite un inte´reˆt
tout particulier car spe´cifique au cas faiblement dissi-
patif. Le premier se produit dans la direction d’e´tirement
du flot comme on le rencontre classiquement dans les
syste`mes fortement dissipatifs. Le second se rencontre
dans la direction d’enroulement du flot qui correspondait
auparavant a` la direction de contraction. Ce me´canisme
Sections de Poincare´ aux temps t− 1, t et t + 1
(a) attracteur cereal crops
(b) attracteur de Lorenz − 84
FIG. 2: Application de la section de Poincare´ vers elle-meˆme
aux temps t− 1, t et t + 1, pour les attracteurs cereal crops
(a) et Lorenz − 84 (b).
n’est rendu possible que par la lenteur de la contrac-
tion, laquelle re´sulte du caracte`re faiblement dissipatif
de l’attracteur. Ce type de contraction est vraissem-
blablement propre aux attracteurs faiblement dissipatifs
et peut se traduire sur le gabarit par un de´doublement
de branche dans la direction orthogonale au gabarit. Le
repliement est e´galement caracte´ristique du cas faible-
ment dissipatif puisqu’il conserve sa structure en couches
fines, jusqu’a` son recollement, et au-dela`.
(a) au temps t− 1 et (b) au temps t
FIG. 3: Sections de Poincare´ du mode`le cereal crops. Les
bords de la zone de de´chirement sont pre´sente´s en noir (a).
Une partie vient se replier par enroulement (b)
VI. RESULTATS ET DISCUSSION
En se basant sur la partition de la section de
Poincare´ explique´e ci-dessus, un gabarit tridimensionnel
de l’attracteur cereal crops a pu eˆtre reconstruit (des
sections de Poincare´ supple´mentaires ont e´te´ utilise´es
pour s’assurer d’avoir bien de´tecte´ tous les me´canismes en
pre´sence). Ce gabarit a pu eˆtre aplani en un gabarit bidi-
mensionnel en autorisant l’e´mergence de branches dans la
direction orthogonale au plan du gabarit et en ne´gligeant
les effets lie´s a` l’e´paisseur des zones replie´es. Bien que
cette reconstruction ait pu se faire sans extraire d’orbites
pe´riodiques, ces dernie`res seraient utiles pour ve´rifier de
4fac¸on inde´pendante le gabarit obtenu, pre´sente´ en Fig.
4a. On trouve dans l’attracteur deux branches princi-
pales dont l’une pre´sente de nombreuses ramifications
conduisant a` un total de six branches disctinctes. Ainsi
aplani, le gabarit ne met pas en e´vidence la pre´sence
d’un espace libre au sein de la plus complexe des deux
branches.
(a) attracteur cereal crops (b) attracteur Lorenz − 84
FIG. 4: Gabarits aplanis obtenus (a) pour l’attracteur cereal
crops obtenu par solution du mode`le globale, et (b) pour
l’attracteur de Lorenz − 84.
La meˆme approche a pu eˆtre applique´e a` l’attracteur de
Lorenz − 84. L’analyse de´taille´e n’a pas montre´ de zone
de de´chirement mais, comme pour l’attracteur cereal
crops, une re´gion d’e´tirement bidirectionnel. Comme
pour l’attracteur cereal crops, un gabarit aplani a pu
eˆtre de´veloppe´ en faisant e´merger une branche dans la
direction orthogonale au plan du gabarit. Le gabarit
(fig. 4b) pre´sente trois branches principales, deux d’entre
elles comportent de nombreuses ramifications conduisant
a` distinguer au total huit branches. La de´tection d’un
double e´tirement apparaˆıt spe´cifique aux attracteurs
chaotiques faiblement dissipatifs car rendue possible par
l’e´paisseur du flot. La pre´sence d’e´tirempents multi-
ples sugge`re d’affiner le descriptif visuel et alge´brique du
gabarit afin de pouvoir rendre compte de ce nouveau type
de comportement.
VII. CONCLUSIONS
Une approche base´e sur l’application de la section de
Poincare´ vers elle-meˆme est de´veloppe´e pour l’extraction
des gabarits d’attracteurs chaotiques faiblement dis-
sipatifs puis applique´e aux attracteurs cereal crops,
re´cemment obtenu par mode´lisation globale, et Lorenz−
84. L’approche permet de mettre en e´vidence des
me´canismes d’e´tirements multiples spe´cifiques au con-
texte faiblement dissipatif, et pouvant eˆtre associe´s a`
un de´chirement. La structure topologique des deux at-
tracteurs a pu eˆtre ramene´e a` des gabarits bidimen-
sionnels re´ve´lant des structures topologiques diffe´rentes
ne pouvant eˆtre ramene´es l’une a` l’autre par syme´trie,
re´unissant ainsi les crite´res [1] de mise en e´vidence d’un
nouvel attracteur. Les formalismes visuel et alge´brique
pourraient eˆtre utilement affine´s afin de les rendre appli-
cables a` tout attracteur chaotique faiblement dissipatifs.
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